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ABTSRAK.

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji dan mengembangkan rumus umum dari Sombor index
dalam konteks graf molekuler yang terkait dengan grup hingga. Studi ini diawali dengan kajian
literatur mendalam mengenai teori graf, Sombor index, serta aplikasinya dalam kimia
matematika dan grup hingga. Grup hingga yang dipilih untuk dianalisis didasarkan pada
kriteria kompleksitas struktur dan relevansi topologis. Setiap grup hingga dipetakan menjadi
graf molekuler, dengan elemen grup direpresentasikan sebagai simpul dan operasi grup
sebagai sisi graf. Sombor index kemudian dihitung menggunakan rumus yang ada serta
perangkat lunak matematika untuk memfasilitasi perhitungan yang lebih kompleks. Hasil
perhitungan ini digunakan untuk mengembangkan rumus umum Sombor index untuk graf
molekuler pada grup hingga, diikuti dengan analisis pola dan keterkaitannya dengan struktur
grup. Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi baru dalam memahami
hubungan antara Sombor index dan struktur topologis grup hingga.
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1. PENDAHULUAN

Indeks Sombor adalah sebuah invarian numerik yang telah dipelajari di berbagai
bidang, termasuk teori grup hingga dan Chemical Graph Theory (Malik, et. al, 2024),
karena kemampuannya untuk mengukur kompleksitas dan informasi struktural.
Dinamai dari kota Sombor di Serbia, indeks ini awalnya diperkenalkan untuk
menganalisis grup hingga dengan menangkap rincian struktur internalnya. Salah satu
sifat menarik dari indeks Sombor adalah hubungannya yang erat dengan tabel karakter
dari grup G, yang berisi informasi penting tentang representasi tak tereduksi dari grup
tersebut (Ningrum, et. al., 2024). Hubungan ini memungkinkan indeks Sombor untuk
dinyatakan dalam nilai karakter, memberikan wawasan tentang simetri dan sifat
struktural dari grup tersebut. Dalam beberapa tahun terakhir, indeks Sombor semakin
menarik perhatian karena potensi aplikasinya dalam kombinatorika, teori graf, dan
teori bilangan, dengan penelitian yang mengeksplorasi perilakunya dalam operasi grup,
hubungannya dengan invarian lain, dan aplikasinya dalam masalah klasifikasi dalam
studi grup hingga (Putra, et. al., 2024).

Selain aplikasinya dalam matematika, indeks Sombor memiliki potensi signifikan
dalam kimia, khususnya dalam Chemical Graph Theory. Dalam konteks ini, struktur
molekul direpresentasikan sebagai graf di mana simpul mewakili atom dan sisi
mewakili ikatan kimia (Satriawan, et. al, 2024). Indeks Sombor, yang dihitung
berdasarkan derajat simpul dalam graf molekul ini, mengukur kompleksitas molekul,
membantu ahli kimia membedakan molekul berdasarkan variasi strukturalnya. Indeks
ini sangat berguna dalam model Quantitative Structure-Activity Relationship (QSAR)
dan Quantitative Structure-Property Relationship (QSPR), yang menghubungkan
struktur molekul dengan sifat kimia dan biologi seperti stabilitas, titik didih, dan
reaktivitas. Indeks ini juga membantu membedakan antara isomer—senyawa dengan
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rumus molekul yang sama tetapi struktur yang berbeda—dengan menangkap nuansa
struktural yang memengaruhi perilaku kimia (Hua, et. al, 2019).

Dengan demikian, indeks Sombor telah muncul sebagai alat serbaguna di berbagai
disiplin ilmu, memfasilitasi klasifikasi, prediksi, dan analisis struktural baik dalam
konteks matematika maupun kimia. Aplikasinya menunjukkan utilitas luas indeks ini
dalam memahami struktur dan hubungan kompleks, yang menegaskan relevansinya
baik dalam teori grup maupun kimia.

. METODE

Penelitian ini dimulai dengan kajian literatur mengenai teori graf, Sombor index,
serta aplikasinya dalam kimia matematika dan grup hingga, mencakup artikel ilmiah,
buku, dan publikasi terbaru. Grup hingga yang akan dianalisis dipilih berdasarkan
kompleksitas dan relevansi strukturalnya. Untuk setiap grup terpilih, graf dibangun
dengan elemen grup sebagai simpul dan relasi sebagai sisi, lalu Sombor index dihitung
menggunakan derajat simpul dalam graf tersebut, dengan bantuan perangkat lunak
matematika untuk perhitungan kompleks. Dari hasil perhitungan, dikembangkan
rumus umum Sombor index yang mencerminkan pola dan hubungan dengan struktur
grup, memperlihatkan karakteristik struktural dan potensi aplikasi dalam klasifikasi
grup hingga.

. HASIL DAN PEMBAHASAN
Penelitian ini dimulai dengan kajian literatur mendalam mengenai teori graf,
indeks Sombor dan perumumannya, serta aplikasinya dalam Chemical Topological
Graphdan grup hingga, dengan merujuk pada artikel ilmiah, buku, dan publikasi terkini.
Grup hingga yang akan dianalisis dipilih berdasarkan kriteria seperti kompleksitas
struktural dan signifikansi topologisnya. Pada setiap grup yang terpilih, graf dibentuk
dengan merepresentasikan elemen-elemen grup sebagai simpul dan hubungan antar
elemen sebagai sisi graf. Indeks Sombor kemudian dihitung berdasarkan derajat simpul
dalam graf yang dihasilkan, menggunakan perangkat lunak matematika untuk
mendukung perhitungan kompleks. Hasil perhitungan ini digunakan untuk menyusun
rumus umum indeks Sombor dan perumumannya, yang dapat menunjukkan pola dan
keterkaitan dengan struktur internal grup hingga, sekaligus memperlihatkan potensi
aplikasinya dalam klasifikasi grup hingga dan analisis struktural lebih lanjut..
Definisi 1. (Cruz, et al, 2021) Untuk graf sederhana G, Indeks Sombor dari G
didefinisikan sebagai berikut:

S0(G) = Z J2+d2

u,vEE(G)
dengan d,, d,, adalah derajat dari u dan v, pada graf G.

Selain indeks Sombor, terdapat juga bentuk umum lainnya yang disebut indeks
Sombor tereduksi dan indeks Sombor rata-rata, yang masing-masing didefinisikan
sebagai berikut.

Definisi 2. (Cruz, et al., 2021) Untuk graf sederhana G, Indeks Sombor tereduksi dari G
didefinisikan sebagai berikut:

SOrea(@ = Y = DZ+ (d,— D?

u,VEE(G)
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dengan d,, d,, adalah derajat dari u dan v, pada graf G.

Definisi 3. (Cruz, et al.,, 2021) Untuk graf sederhana G, Indeks Sombor rata-rata dari G
didefinisikan sebagai berikut:

2m\? 2m\ 2
SOra@= ) |(du=") +(d =)
Uu,VEE(G)

dengan d,;, d,, adalah derajat dari u dan v, dengan m = |V(G)| dann = |E(G)|.

Indeks Sombor, Indeks Sombor Tereduksi, dan Indeks Sombor Rata-rata adalah
variasi dari indeks topologis matematis yang digunakan terutama dalam teori graf
untuk mempelajari struktur molekul dalam kimia. Indeks Sombor standar dihitung
berdasarkan jumlah akar kuadrat dari jumlah derajat simpul-simpul yang berdekatan
dalam graf, yang memberikan wawasan tentang keterhubungan molekul. Indeks
Sombor Tereduksi adalah versi yang disederhanakan dengan menerapkan aturan
pengurangan tertentu, sehingga lebih mudah dihitung untuk graf yang lebih besar.
Sebaliknya, Indeks Sombor Rata-rata menormalkan Indeks Sombor dengan jumlah sisi,
memberikan nilai rata-rata per sisi, yang berguna untuk membandingkan graf dengan
ukuran yang berbeda. Setiap varian melayani tujuan yang berbeda tergantung pada
kebutuhan analitis dan kompleksitas struktur molekul yang dipelajari.

3.1 Indeks Sombor pada Graf Koprima untuk grup Dihedral

Grup dihedral adalah grup yang merepresentasikan simetri poligon beraturan
dengan jumlah rotasi dan refleksi yang sama, sering digunakan untuk mempelajari pola
simetri dalam geometri dan dalam teori grup non-abelian. Sementara itu, graf koprima
adalah graf yang menghubungkan simpul bilangan bulat jika keduanya koprima atau
memiliki faktor persekutuan satu. Graf ini membantu dalam analisis struktur
divisibilitas serta distribusi bilangan prima dalam teori bilangan. Berikut definisi dari
grup dihedral dan graf koprima.

Definisi 4. (Gazir & Wardhana, 2019) D,, adalah grup dihedral dengan orde 2n, dengan
n >3, dan dibangkitkan oleh elemen a,b € G sehingga G = {a,b|a™ = e, b? =
e,bab™! = a71}.

Definisi 5. (Ma et.al, 2014) Misalkan G adalah grup hingga, graf koprima dari grup G
yang dinotasikan dengan I; adalah graf dengan simpul yang terdiri dari semua elemen
dari G, dan dua simpul a dan b terhubung dengan sisi jika |a,b| = 1.

Karakteristik dari indeks Sombor dari graf koprima grup dihedral diberikan
sebagai berikut.

Teorema 1. (Putri et.al, 2024) Misal D,,, adalah grop dihedral dengann = p*,p p
bilangan prima ganjil, dan k € N. Maka indeks Sombor dari graf koprima untuk grup ini
diberikan oleh rumus:

SO (Tp, )=nm-DJCn-1D2+m—-1)2%+ (n/C2n-12+ 2>+
n(n — 1/ (n+ 1)2 + (n)?

Seminar Nasional Sains dan Teknologi (SAINTEK) Mataram, 07 November 2024 | 119



Prosiding SAINTEK E-ISSN: 2774-8057
LPPM Unzversitas Mataram Volume 7 Januar: 2025

Bukti:

Karena grup tersebut adalah grup bipartit lengkap, grup dapat dipartisi menjadi
tiga bagian: {e}, P;, dan P,. Himpunan P; terdiri dari semua elemen rotasi dan P, terdiri
dari semua elemen refleksi. Diketahui bahwa derajat dari deg (¢) = 2n — 1, deg(x) =
n + 1 untuk semua x € P; dan deg(y) = nuntuk semuay € P,. Pembuktian dibagi
menjadi tiga kasus untuk mendapatkan indeks Sombor.

Untuk kasus pertama, hubungan antara elemen identitas dan elemen rotasi
dihitung terlebih dahulu.

S0(Tp,) =y Jd2+dy]

e,PlEE F( DZTI.)

= z J@n—DZ+ (n+ D2

e,PleE F(DZn)

Karena ebertetangga dengan semua simpul P;, dan |P;| = n — 1, maka
SO (Tp,,) = 2 V(@2n—1)2 + (n+ 1)?

e,PleE F(DZn)

=(n-1DJ2n-1)2+ (n + 1)2

Untuk kasus kedua, hubungan antara elemen identitas dan elemen refleksi dihitung.
S0 (Tp, )= Z ld,? +dp,?
e,PzeE F(DZn)

= Z \/(Zn—1)2+n2

e,PZEE F( DZTL)

Karena ebertetangga dengan semua simpul P,, dan |P,| = n, maka
SO (Tp, )= Z J(2n—1)2 + n2
e,PzeE F(DZn)

=n\/(2n—1)2+n2

Dan terakhir, hubungan antara elemen rotasi dan elemen refleksi dihitung.

S0 (Tp, )= Z /du2+d,,2

uEP1
'UEPZ
= Z J(n+1)2 +n2
,uEP1
UEPZ

Karena |P,;| = n — 1 dan |P,| = n, maka

SO (Tp,, )= z J(n+ 12 +n?

,uEP1
UEPZ

=nn—-—1)y(n+ 1)2 + n2

Berdasarkan tiga kasus di atas, secara umum, indeks Sombor dari graf koprima
I'p,, diperoleh:
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SO (G)=mn—-1DJ2n-1)2+1n-1)2+ M)/2n— 12 + (n)?
+n(n — 1)\/(71 +1)2+ (n)2. m

Demikian pula, kami juga berhasil menemukan rumus umum untuk indeks Sombor
tereduksi.

Teorema 2. (Putri et.al, 2024) Misal D,, adalah grop dihedral dengan n = p*, p p
bilangan prima ganjil, dan k € N. Maka indeks Sombor tereduksi dari graf koprima
untuk grup ini diberikan oleh rumus:

YO ( FDZn) =(n-— 1)\/(211 —2)2+n2+ (n)\/(Zn —-2)22+(n-1)2

+ n(n—1yn? + (n+1)2
Bukti:

Dengan prinsip yang sama seperti bukti Teorema 1, diperoleh rumus umum indeks
Sombor tereduksi diperoleh

SOreq (Tp,,) = (n—1y(2n —2)2 +n2 +n/(2n —2)? + (n — 1)?

+n(n—1Dyn?+(n—-1)>%m

Teorema 3. (Putri et.al, 2024) Misal D,,, adalah grop dihedral dengan n = p*, p p
bilangan prima ganjil, dan k € N. Maka indeks Sombor rata-rata dari graf koprima
untuk grup ini diberikan oleh rumus:

2 2

SOqpr (Tp,,) = (n—l)\[(Zn—l—sz) +(n+1—27m>

2m\? 2m
+n <2n—1——) + (n——)2
n n
2

+n(n — 1)\/<n+ 1 —sz) + (n—z?m)z.
Bukti:

Dengan prinsip yang sama seperti bukti Teorema 1, diperoleh rumus umum indeks
Sombor tereduksi diperoleh

2 2

SOqpr (Tp,,) = (n—l)\/(Zn—l—sz) +<n+1—27m>

+n\/<2n—1—27m)2+(n—27m)2
+n(n—1)\/(n+1—27m>2+<n—27m>2.l

3.2 Indeks Sombor dari graf nilpoten grup bilangan bulat modulo n.

Graf nilpoten dari grup bilangan bulat modulo adalah representasi yang
menggambarkan struktur dan sifat khusus dari grup tersebut, di mana dua elemen
grup saling bertetangga jika perkalian keduanya menghasilkan elemen nilpoten.
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Definisi 6. (Malik, et. al,, 2023) Suatu elemen x dari suatu gelanggang R dikatakan
elemen nipolten apabila x” = e untuk suatu r € N. Himpunan semua unsur nilpoten
dari gelanggang R dinotasikan dengan N (R).

Definisi 7. (Malik, et. al,, 2023) Graf nilpoten dari gelanggang R, dinotasikan dengan I,
adalah graf dengan himpunan simpul semua unsur R dan dua simpul u dan v
bertetangga apabila uv € N(R).

Karakteristik dari indeks Sombor dari graf nilpoten gelanggang bilangan bulat modulo
diberikan sebagai berikut.

Teorema 4. (Wahidah et.al, 2024) Misalkan I'; adalah graf nilpoten dari gelanggang

bilangan bulat modulo n. Jika n = 2¥ untuk suatu k € N, maka
S0(Iz,) = (22%%)\[22k-2 4 (2k — 1)2 + V2(2*"1) (2% — 2))(2* - 1).

Bukti:

Diberikan Iz dengann = 2k, k € N. Partisi graf Iz, menjadi dua subhimpunan partisi:
v, =1{1,3,5,..,2k = 1},V, ={0, 2,4, ..., 2¥ — 2}. Catat bahwa, V; memuat semua unsur
non-nilpoten, dan V, memuat semua unsur nilpotent elements dan membentuk subgraf
lengkap (Malik et. al., 2024). Karena semua unsur non-nilpoten bertetangga dengan

unsur nilpoten, didapatkan deg(u) = g,u € V;. Dan karena semua unsur nilpoten

bertetangga dengan semua unsur lainnya, didapatkan deg(v) =n—1,v € V..
Pembuktian dibagi menjadi dua kasus

Kasus pertama, pandang sisi uv dimanau € V; dan v € V,.Karena |V;| = |V;] = g maka

2
diperoleh (g) sisi pada kasus ini. Diperoleh

s0(ry,) = (g)2 j(g)z +(n—1)2

= (22k=2)[22k-2 4 (2k — 1)2,

. s . n .
Kasus kedua, pandang sisi uv dimana u, v € V,. Karena |V;| = 5 dan semua unsur di V,

nn-1)
2

bertetangga dengan semua unsur lainnya, didapatkan sisi pada kasus ini.

Diperoleh:

50(0)=<"(" >\/( "2t (- 12

= <n(n2 2)> n—1)v2
= V22 1) 2k — 2))(2k - 1).

Jadi, berdasarkan kedua kasus, rumus umum indeks Sombor dari graf Iz, diberikan
oleh:

S0(Iz,) = (2272)22k-2 4 (2k — 1)2 + 22 ) (2k - 2))(2* - 1). m

Teorema 5. (Wahidah etal, 2024) Misalkan I'; adalah graf nilpoten dari gelanggang
bilangan bulat modulo n. Jika n = 2¥ untuk suatu k € N, maka

SOrea(I,) = V5(2273) (2% — 2) + V22K 1) (2% — 2)2
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Bukti:
Pembuktian analaog dengan bukti Teorema 4 =

Teorema 6. (Wahidah et.al, 2024) Misalkan I'; adalah graf nilpoten dari gelanggang
bilangan bulat modulo n. Jikan = 2% untuk suatu k € N, maka

22k \/E
SOur(Iz,) = 1_6‘/22k+1 -2k 23+ - (2 ) - 22

Bukti:
Pembuktian analaog dengan bukti Teorema 4 m

3.3 Indeks Sombor pada Graf Koprima untuk grup Quaternion yang diperumum.

Grup kuaternion adalah grup yang terdiri dari empat elemen yang berhubungan dengan
rotasi dan simetri, dengan operasi perkalian yang tidak komutatif. Grup ini memiliki
aplikasi penting dalam geometri dan fisika, terutama untuk menggambarkan rotasi
dalam ruang tiga dimensi. Grup kuaternion yang diperumum merujuk pada perluasan
grup ini untuk mencakup elemen tambahan, dan sering digunakan dalam teori grup,
mekanika kuantum, serta dalam aplikasi lain seperti robotika dan grafika komputer
untuk memodelkan rotasi dan simetri lebih kompleks.

Definisi 8. (Nurhabibah et.al, 2023) The generalized quaternion group (Q4,) withn >
2 is a group of order 4n formed by elements a, b which are denoted by

(a,b|a®*™ = e, b* =e,bab ™' =a™1).

Karakteristik dari indeks Sombor dari graf koprima untuk grup Quternion yang
diperumum diberikan sebagai berikut

Teorema 7. (Siboro et.al, 2024) Misalkan Q,, grup Quternion yang diperumum, dengan
n = p* dengan p bilangan prima dan k bilangan bulat positif. Maka rumus umum
indeks Sombor diberikan

S0(Ip,,) = (4n — 1)y/16n% — 8n + 2

Bukti:
Karena grafnya adalah graf bintang dengan pusat e (Nurhabibah et. al., 2023), diperoleh
deg (e) =4n—1dandeg (x) =1Vx € V(G),x e
SO(FQm) = Z \/deg(u)z + deg(v)?
{uv}eE(ry,)
= J(@n —1)2 + (12 + - +/(4n — 1)2 + (1)?
=(@dn—-1)/((4n—1D"2+ (1)"2)
=@4n—-1J16n2-8n+1+ 1m
Teorema 8. (Siboro et.al, 2024) Misalkan Q,, grup Quternion yang diperumum, dengan

n = p* dengan p bilangan prima dan k bilangan bulat positif. Maka rumus umum
indeks Sombor tereduksi diberikan oleh

S0rea(ly,,) = (4n — 1) y/16n% — 16n + 4
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Bukti:
Karena grafnya adalah graf bintang dengan pusat e (Nurhabibah et. al., 2023), diperoleh
deg (e) =4n—1dandeg (x) =1Vx € V(G),x e
SOrea(To) = ). /(deg@) — D2 + (deg(v) — 12
{u,v}EE(FZn)

=@n—-1J/((4n-1)-1)2+(1-1)2

=(@dn-1)y/(@n—-2)2+0

= (4n — 1)y/16n? — 16n + 4m
Teorema 9. (Siboro et.al, 2024) Misalkan Q,, grup Quternion yang diperumum, dengan

n = p* dengan p bilangan prima dan k bilangan bulat positif. Maka rumus umum
indeks Sombor rata-rata diberikan oleh

322-24n+5
$Oavg(I,,,) = (4n = 1)1/(716,1?r )
Bukti:

Karena grafnya adalah graf bintang dengan pusat e (Nurhabibah et. al., 2023), diperoleh
deg (e) =4n —1dandeg (x) =1Vx € V(G),x # e

2 2

I S oy
{uv}eE(ry,)

(4n—1) <(4n -1) - —2(4211_ D) + <1 - —2(42; 1)>

_ _ 4n—-1-8n+2\, , AN—8n+2,,
= (- D) Iy (o

— (4n— 1)\/(—44111:1)2 + (—4n+2)2

4an

= (4n — 1)\/(162—8n+1) n (162—16n+4)

16n2 16n2

’ 2_

Penelitian ini mengkaji teori graf, indeks Sombor, dan aplikasinya pada struktur
grup hingga seperti grup dihedral, grup bilangan bulat modulo, dan grup kuaternion
yang diperumum. Indeks Sombor yang dihitung untuk graf koprima pada grup ini
memberikan rumus umum yang mencerminkan hubungan antara elemen-elemen
dalam grup tersebut, serta menunjukkan pola struktural yang terkait dengan sifat
topologisnya. Variasi indeks Sombor—standar, tereduksi, dan rata-rata—digunakan
untuk mengeksplorasi keterkaitan antara graf dan struktur grup, yang dapat diterapkan
dalam Kklasifikasi grup hingga dan analisis lebih lanjut. Penelitian ini menghasilkan
rumus-rumus baru yang menggabungkan konsep-konsep teori graf dalam memodelkan
dan menganalisis grup hingga.
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