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ABTSRAK. 
Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji dan mengembangkan rumus umum dari Gutman 
index dalam konteks graf molekuler yang terkait dengan grup hingga. Studi ini diawali dengan 
kajian literatur mendalam mengenai teori graf, Gutman index, serta aplikasinya dalam kimia 
matematika dan grup hingga. Grup hingga yang dipilih untuk dianalisis didasarkan pada 
kriteria kompleksitas struktur dan relevansi topologis. Setiap grup hingga dipetakan menjadi 
graf molekuler, dengan elemen grup direpresentasikan sebagai simpul dan operasi grup 
sebagai sisi graf. Gutman index kemudian dihitung menggunakan rumus yang ada serta 
perangkat lunak matematika untuk memfasilitasi perhitungan yang lebih kompleks. Hasil 
perhitungan ini digunakan untuk mengembangkan rumus umum Gutman index untuk graf 
molekuler pada grup hingga, diikuti dengan analisis pola dan keterkaitannya dengan struktur 
grup. Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi baru dalam memahami 
hubungan antara Gutman index dan struktur topologis grup hingga. 
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1. PENDAHULUAN  
Salah satu konsep yang telah mendapatkan perhatian luas dalam beberapa dekade 

terakhir adalah Gutman index, sebuah deskriptor topologis yang diperkenalkan dalam 
konteks teori graf kimia (Ningrum et.al, 2024). Indeks ini menyandikan informasi 
struktural dari graf melalui interaksi jarak antara simpul-simpul dan derajat simpul 
tersebut. 

Indeks Gutman, yang diperkenalkan oleh Ivan Gutman, digunakan untuk 
mengukur jarak total dari semua pasangan simpul dalam sebuah graf dan telah 
diaplikasikan secara luas dalam kimia matematika untuk mempelajari molekul dan 
struktur kimia (Gutman, 2013). Dengan merepresentasikan molekul sebagai graf, 
simpul-simpul merepresentasikan atom, sementara sisi-sisi merepresentasikan ikatan 
antar atom. Indeks ini memungkinkan prediksi sifat-sifat fisikokimia molekul, seperti 
stabilitas dan reaktivitasnya (Syarifudin et.al, 2024). 

Sebagai tambahan dari Gutman index, beberapa indeks topologi lainnya memiliki 
peran krusial dalam analisis struktur graf. Salah satu indeks tertua, Wiener index, 
menghitung jumlah jarak antara semua pasangan simpul dalam graf. Diperkenalkan 
oleh Harold Wiener, indeks ini banyak digunakan untuk menganalisis rantai 
hidrokarbon dalam kimia karena membantu memprediksi sifat fisik dan kimia molekul 
organik (Ardana et.al, 2024). Zagreb index terbagi menjadi First dan Second Zagreb 
index; indeks ini diperoleh dari jumlah kuadrat derajat simpul, memberikan wawasan 
tentang kestabilan molekul dalam reaksi kimia, terutama untuk molekul dengan 
struktur kompleks (Putra et.al, 2023). Selain itu, Harary index, yang didasarkan pada 
jumlah kebalikan jarak antar simpul, berperan dalam memprediksi kekuatan ikatan 
kimia antara atom dalam suatu molekul, menunjukkan seberapa terhubungnya sebuah 
struktur graf. Szeged index, mirip dengan Wiener index, mengukur kontribusi sisi 
berdasarkan partisi simpul graf, memungkinkan analisis terhadap stabilitas ikatan 
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kimia (Husni et,al, 2022). Padmakar-Ivan index, atau PI index, berbeda dengan indeks 
lainnya karena mempertimbangkan bobot sisi dalam perhitungan, cocok untuk 
menggambarkan ketahanan jaringan molekuler (Ghoffari et,al, 2024). 

Selain aplikasinya dalam kimia, indeks Gutman juga digunakan dalam konteks 
teori grup dan struktur graf. Penelitian terbaru telah menunjukkan bahwa indeks ini 
dapat diaplikasikan dalam mempelajari sifat-sifat topologis dari graf yang terkait 
dengan grup hingga, memberikan perspektif baru dalam teori grup dan aplikasi 
grafisnya (Satriawan et.al, 2024). Dalam makalah ini, kami akan mengeksplorasi 
bagaimana Gutman index dapat diterapkan pada representasi graf dari grup hingga, 
serta potensi aplikasinya dalam studi lebih lanjut (Malik et,al, 2024). Di sisi lain, 
berbagai jenis graf juga telah dikembangkan untuk mewakili hubungan dan struktur 
matematis tertentu. Graf koprima menyoroti keterhubungan antara simpul-simpul 
dengan derajat yang relatif prima, memberikan pandangan dalam struktur jaringan 
yang terdistribusi secara bebas (Aini et,al, 2024). Graf non-koprima adalah 
kebalikannya, di mana simpul hanya terhubung jika derajat mereka tidak koprima, 
sering digunakan untuk studi struktur algebra (Aulia et,al, 2023). Jenis lainnya, seperti 
graf pangkat, digunakan untuk merepresentasikan hubungan antar elemen 
berdasarkan pangkat dalam struktur grup (Asmarani et,al, 2023), sedangkan graf unit 
berfokus pada elemen unit dari grup tertentu (Lestari et,al, 2024). Terakhir, graf 
nilpoten mencerminkan karakteristik grup nilpoten dalam teori grup, memberikan 
wawasan mendalam tentang hirarki dan stabilitas dalam sistem aljabar kompleks 
(Malik et,al, 2023). 

 
 

2. METODOLOGI 
Penelitian ini diawali dengan kajian literatur komprehensif mengenai teori graf, 

Gutman index, serta aplikasinya dalam kimia matematika dan grup hingga. Kajian 
tersebut mencakup berbagai sumber literatur seperti artikel ilmiah, buku, dan publikasi 
terbaru yang relevan dengan topik penelitian. Setelah kajian literatur, grup hingga yang 
akan dianalisis dipilih berdasarkan kriteria tertentu, termasuk kompleksitas struktur 
dan relevansi topologisnya. 

Untuk setiap grup hingga yang dipilih, graf molekuler dibangun sesuai dengan 
struktur grup tersebut, di mana elemen-elemen grup dipetakan ke simpul dan operasi 
grup direpresentasikan sebagai sisi-sisi pada graf. Selanjutnya, Gutman index dihitung 
untuk graf molekuler yang telah dimodelkan, menggunakan rumus Gutman index serta 
bantuan perangkat lunak matematika untuk melakukan perhitungan yang lebih 
kompleks. Berdasarkan hasil perhitungan, rumus umum dari Gutman index untuk graf 
molekuler yang berkaitan dengan grup hingga berhasil dikembangkan. Analisis lebih  
lanjut dilakukan untuk mengidentifikasi pola serta hubungan antara rumus-rumus 
tersebut dengan struktur grup yang bersangkutan. 

 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 
Penelitian ini membahas Indeks Gutman dari graf Koprima dari grup Dihedral dan 

grup bilangan bulat modulo 𝑛, serta graf Nilradikal dari bilangan bulat modulo n. Indeks 
Gutman, yang dilambangkan dengan Gut(G), dihitung dengan menjumlahkan akar 
kuadrat dari derajat semua vertex dalam graf. Ukuran ini memberikan wawasan 
berharga tentang kompleksitas dan sifat topologi struktur molekul, menjadikannya alat 
yang berharga dalam penelitian kimia dan matematika. 
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Definisi 1. (M. Javaid, et al., 2021) Menyatakan bahwa untuk graf terhubung sederhana 
G, Indeks Gutman dari G didefinisikan sebagai berikut: 

𝐺𝑢𝑡(𝐺) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑢)𝑑𝑒𝑔(𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)

𝑢,𝑣∈𝑉(𝐺)

 

dengan 𝑑𝑒𝑔(𝑢), 𝑑𝑒𝑔(𝑣) adalah derajat dari 𝑢 dan 𝑣, dan 𝑑(𝑢, 𝑣) adalah jarak simpul 𝑢 
dan 𝑣 pada graf 𝐺. 
3.1 Indeks Gutman dari graf Koprima dari grup Dihedral 

 
Suatu grup dengan 𝑛 ≥ 3 dan dibangun oleh elemen  𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 sehingga 𝐺 = {𝑎, 𝑏|𝑎𝑛 =
𝑒, 𝑏2 = 𝑒, 𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎−1}. disebut Grup Dihedral 𝐷2𝑛, dinotasikan 𝐷`2𝑛. Berikut definisi 
dari grup dihedral dan graf koprima (A. Gazir, et al., 2019). 

 
Definisi 2. (Gazir & Wardhana, 2019) 𝐷𝑛 adalah grup dihedral dengan orde 2𝑛, dengan 
𝑛 ≥ 3, dan dibangkitkan oleh elemen 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 sehingga 𝐺 = {𝑎, 𝑏|𝑎𝑛 = 𝑒, 𝑏2 =
𝑒, 𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎−1}. 

 
Definisi 3. (Ma et.al, 2014) Misalkan G adalah grup hingga, graf koprima dari grup G 
yang dinotasikan dengan Γ𝐺  adalah graf dengan simpul yang terdiri dari semua elemen 
dari G, dan dua simpul a dan b terhubung dengan sisi jika |𝑎, 𝑏|  =  1. 
Karakteristik dari indeks Gutman dari graf koprima grup dihedral diberikan sebagai 
berikut. 

 
Teorema 1. (Gayatri et.al, 2023) Misalkan 𝛤𝐷2𝑛 graf koprima dari grup dihedral. Jika 𝑛 =

𝑝𝑘 dengan 𝑝 bilangan prima, 𝑝 ≠ 2 dan 𝑘 ∈ ℕ maka indeks gutman dari graf koprima 
dari grup dihedral adalah 

𝐺𝑢𝑡(𝛤𝐷2𝑛
) = 𝑛4 + 4𝑛3 − 3𝑛2 − 2𝑛 + 1 

Bukti: 
Misalkan 𝛤𝐷2𝑛 graf koprima dari grup dihedral. Ambil 𝑛 = 𝑝𝑘 dengan 𝑝 bilangan prima, 

𝑝 ≠ 2 dan 𝑘 ∈ ℕ. Diperoleh graf koprima dengan 3 partisi dengan yakni 𝑣1 = {𝑒}, 𝑣2 =
{𝑎, 𝑎2, … , 𝑎𝑛−1},  dan 𝑣3 = {𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, … , 𝑎𝑛−1𝑏}. Berdasarkan Teorema 2, diperoleh 
deg(𝑣1) = 2𝑛 − 1, deg(𝑣2) = 𝑛 + 1, dan deg(𝑣3) = 𝑛.  

Sehingga, indeks gutman dari 𝛤𝐷2𝑛 adalah sebagai berikut. 

𝐺𝑢𝑡(𝐺) =  ∑ deg(𝑢) deg(𝑣) 𝑑(𝑢, 𝑣)

𝑢,𝑣∈𝑉(𝐺)

 

= ∑ deg(𝑣1) deg(𝑣2) 𝑑(𝑣1, 𝑣2)

𝑣1,𝑣2∈𝑉(𝐺)

+ ∑ deg(𝑣1) deg(𝑣3) 𝑑(𝑣1, 𝑣3)

𝑣1,𝑣3∈𝑉(𝐺)

+ ∑ deg(𝑣2) deg(𝑣3) 𝑑(𝑣2, 𝑣3)

𝑣2,𝑣3∈𝑉(𝐺)

 

Berdasarkan definisi grup dihedral dan Teorema 2, maka diperoleh: 
jumlah pasangan simpul pada 𝑉(𝑣1, 𝑣2) = 𝑛 − 1 
jumlah pasangan simpul pada 𝑉(𝑣1, 𝑣3) = 𝑛 
jumlah pasangan simpul pada 𝑉(𝑣2, 𝑣3) = 𝑛(𝑛 − 1) 
sehingga,  

𝐺𝑢𝑡(𝛤𝐷2𝑛
) = ((2𝑛 − 1)(𝑛 + 1)(𝑛 − 1)) + ((2𝑛 − 1)(𝑛)(𝑛)) + ((𝑛 + 1)(𝑛)(𝑛 − 1)𝑛) 
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= ((2𝑛 − 1)(𝑛2 − 1)) + (2𝑛3 − 𝑛2) + (𝑛4 − 𝑛2) 

= 2𝑛3 − 2𝑛 − 𝑛2 + 1 + 2𝑛3 − 𝑛2 + 𝑛4 − 𝑛2 
= 𝑛4 + 4𝑛3 − 3𝑛2 − 2𝑛 + 1 

 
3.2 Indeks Gutman dari graf koprima grup bilangan bulat modulo 𝑛. 
Teorema 2. (Husni et.al, 2022) Misalkan Γ𝑍𝑛

 adalah graf koprima dari grup bilangan 

bulat modulo n. Jika 𝑛 = 𝑝𝑘 untuk suatu bilangan prima p dan 𝑘 ∈ ℕ maka 
𝐺𝑢𝑡(Γ𝑍𝑛

) = (𝑛 − 1)(2𝑛 − 3) 

Bukti:  
Misalkan Γ𝑍𝑛

 adalah graf koprima dari grup 𝑍𝑛. Ambil 𝑛 = 𝑝𝑘 suatu bilangan prima dan 

𝑘 ∈ ℕ. Berdasarkan definisi 4, diperoleh 𝑑𝑒𝑔(𝑒) = 𝑛 − 1 dan 𝑑𝑒𝑔(𝑣) = 1 dan 
berdasarkan definisi 5 dan pola yang terbentuk, diperoleh 𝑑(𝑒, 𝑣) = 1 dan 𝑑(𝑢, 𝑣) = 2 
jika u dan v tidak sama dengan e, diperoleh bahwa banyaknya pasangan dua vertex 
berbeda pada Γ𝑍𝑛

 adalah sebagai berikut. 

 
untuk 𝑑(𝑒, 𝑢) 

𝐶1
𝑛−1 =

(𝑛 − 1)!

((𝑛 − 1) − 1)! (1)!
= (𝑛 − 1) 

untuk 𝑑(𝑢, 𝑣) 

𝐶2
𝑛−1 =

(𝑛 − 1)!

((𝑛 − 1) − 2)! (2)!
=

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

(2)
 

 
Maka kita memiliki 

𝐺𝑢𝑡(Γ𝑍𝑛
) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑢)𝑑𝑒𝑔(𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)

(𝑢,𝑣)∈𝑉(𝐺)

 

𝐺𝑢𝑡(Γ𝑍𝑛
) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑒)𝑑𝑒𝑔(𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)

(𝑒,𝑣)∈𝑉(𝑍𝑛){𝑒}

+ ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑢)𝑑𝑒𝑔(𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)

(𝑢,𝑣)∈𝑉(𝑍𝑛){𝑒}

 

𝐺𝑢𝑡(Γ𝑍𝑛
) = (𝑛 − 1)(𝑛 − 1)(1)(1) + (

(𝑛 − 1)(𝑛 − 2)

(2)
) (1)(1)(2) 

𝐺𝑢𝑡(Γ𝑍𝑛
) = (𝑛 − 1)(2𝑛 − 3) 

 
Dengan demikian telah dibuktikan bahwa indeks Gutman dari graf koprima untuk grup 
bilangan bulat modulo n dengan 𝑛 = 𝑝𝑘  adalah (𝑛 − 1)(2𝑛 − 3). 

 
3.3 Indeks Gutman graf Nilradikal pada bilangan bulat modulo n. 
Definisi 4. (Chandra et.al, 2017) Graf nilradikal, dinotasikan dengan N(G), adalah graf 
yang simpul-simpulnya merupakan elemen nilpoten tak nol dari G dan dua simpul 
dikatakan terhubung dengan sisi jika dan hanya jika hasil kali kedua simpul tersebut 
sama dengan 0. 
Teorema 3. (Afifah et.al, 2023) Bentuk umum indeks Gutman graf nilradikal pada 
gelanggang komutatif dengan satuan yaitu:  

𝐺𝑢𝑡 (𝑁(𝑍𝑛=𝑝2)) = (
(𝑝 − 2)2 + (𝑝 − 2)

2
) (𝑝 − 2)2 
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Bukti:  
Untuk 𝑛 = 𝑝2 dimana 𝑝 adalah bilangan prima dengan 𝑝 ≥  3, maka unsur-unsur 
nilpotent dari 𝑁(𝑍𝑛) terdiri dari kelipatan 𝑝, terdapat (𝑝 − 1) unsur yang habis dibagi 
𝑝2, Unsur-unsur ini membentuk graf komplit (mengacu pada Teorema 1 dan 2) 
Gelangang komutatif dengan satuan yang akan diteliti menurut jurnal rujukan [19] yaitu 
adalah bilangan bulat modulo 𝑛 (𝑍𝑛) dan jurnal [2] dibatasi pada nilai 𝑛 nya, yang mana 
𝑛 tersebut adalah kuadrat bilangan prima yang lebih dari sama dengan 3 (𝑛 = 𝑝2, 𝑝 ≥
3). Apabila dipilih 𝑛 =  4 atau 𝑝 =  2 maka graf yang terbentuk adalah graf trivial atau 
graf yang hanya memiliki 1 titik saja. Sehingga, dipilihlah 𝑝 yang lebih dari sama dengan 
3, yaitu 𝑝 =  {3,5,7,11,13, … , ∞} karena 𝑝 merupakan kuadrat dari 𝑛 dengan 𝑛 =
{9,25,49,121,169, … , ∞} yang mana graf-graf tersebut membentuk graf komplit. Karena 
struktur graf komplit ini, maka setiap vertex memiliki degree yang sama, yaitu 
(𝑝 − 2), 𝑠emua jarak antar vertex (distance) bernilai 1, dan total banyaknya jarak 

membentuk bilangan segitiga: (
1

2
((𝑝 − 2)2 + (𝑝 − 2))) 

Sehingga bentuk umum dari indeks Gutman graf nilradikal pada bilangan bulat modulo 
𝑛 adalah: 

𝐺𝑢𝑡(𝐺) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑢)𝑑𝑒𝑔(𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)

𝑢,𝑣∈𝑉(𝐺)

 

𝐺𝑢𝑡(𝑁(𝑍𝑛)) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑢)𝑑𝑒𝑔(𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣)

𝑢,𝑣∈𝑉(𝑁(𝑍𝑛))

 

= 𝑑𝑒𝑔(𝑢)𝑑𝑒𝑔(𝑣)𝑑(𝑢, 𝑣) + ⋯ + 𝑑𝑒𝑔(𝑦)𝑑𝑒𝑔(𝑧)𝑑(𝑦, 𝑧)  

 (𝑠𝑒𝑏𝑎𝑛𝑦𝑎𝑘 (
1

2
((𝑝 − 2)2 + (𝑝 − 2)))) , ∋ 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉(𝑁(𝑍𝑛)) 

= (𝑝 − 2)(𝑝 − 2)(1) + ⋯ + (𝑝 − 2)(𝑝 − 2)(1) 

(𝑠𝑒𝑏𝑎𝑛𝑦𝑎𝑘 (
1

2
((𝑝 − 2)2 + (𝑝 − 2)))) 

= (
1

2
((𝑝 − 2)2 + (𝑝 − 2))) (𝑝 − 2)(𝑝 − 2)(1) 

= (
(𝑝 − 2)2 + (𝑝 − 2)

2
) (𝑝 − 2)2 

 

4. KESIMPULAN 
Bentuk umum indeks Gutman dari graf koprima dari grup dihedral, graf koprima dari 
grup bilangan bulat modulo n dengan 𝑛 = 𝑝𝑘 untuk suatu bilangan prima p dan 𝑘 ∈ 𝑁, 
dan graf nilradikal pada gelanggang komutatif dengan satuan yang dibatasi pada 
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bilangan bulat modulo 𝑛, dengan 𝑛 = 𝑝2 dan 𝑝 ≥ 3 berturut-turut adalah 𝐺𝑢𝑡(𝛤𝐷2𝑛
) =

𝑛4 + 4𝑛3 − 3𝑛2 − 2𝑛 + 1, 2(𝑛−1
2

)𝑑𝑎𝑛(𝑛 − 1)(2𝑛 − 3) dan (
(𝑝−2)2+(𝑝−2)

2
) (𝑝 − 2)2. 

 
Untuk penelitian selanjutnya, disarankan melakukan analisis indeks Gutman pada 
berbagai jenis grup hingga untuk memperluas cakupan studi. 
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