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ABTSRAK. 
Penelitian ini membahas perumusan umum Indeks Zagreb sebagai indeks topologi kimia pada 
berbagai representasi graf untuk berbagai grup hingga. Sebagai deskriptor topologis, Indeks 
Zagreb memainkan peran penting dalam menganalisis struktur kimia dan sifat fisikokimia 
molekul. Fokus studi ini adalah penerapan Indeks Zagreb dalam grup hingga, bertujuan untuk 
mengungkapkan hubungan antara karakteristik topologi graf dan struktur grup. Penelitian ini 
menghasilkan rumus-rumus umum yang menggambarkan Indeks Zagreb dari berbagai grup 
hingga, memberikan wawasan baru mengenai interaksi antara topologi graf dan sifat aljabar 
grup. Temuan ini berkontribusi pada pengembangan teori graf dalam bidang matematika dan 
kimia. 
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1. PENDAHULUAN  
Teori graf, salah satu bidang matematika yang semakin berpengaruh, telah 

menemukan berbagai aplikasi dalam studi grup hingga, menarik minat komunitas 
ilmiah. Salah satu area penelitian yang sangat menarik adalah investigasi indeks 
Zagreb, sebuah deskriptor topologis yang telah mendapatkan perhatian signifikan 
dalam ranah teori graf kimia (Ivanciuc et al., 1997). Indeks Zagreb, yang pertama kali 
diperkenalkan dalam konteks teori graf kimia, merupakan sebuah invarian numerik 
yang menyandikan informasi struktural dari suatu graf (Ivanciuc et al., 1997). Invarian 
ini telah banyak dipelajari dan diterapkan pada berbagai struktur molekuler, 
memberikan wawasan tentang sifat fisikokimia mereka (Ivanciuc et al., 1997; Gao et 
al., 2020). Menariknya, indeks Zagreb juga telah dieksplorasi dalam konteks grup 
hingga, di mana ia digunakan untuk mengkarakterisasi properti topologis dari graf 
terkait (Putra et.al. 2023). 

Penelitian tentang indeks topologi dalam teori graf telah berkembang pesat 
seiring dengan meningkatnya aplikasi di berbagai disiplin ilmu, seperti kimia, teori 
jaringan, dan matematika terapan. Indeks Zagreb, yang terdiri dari indeks pertama 
dan kedua, telah lama digunakan untuk mengukur stabilitas struktural graf melalui 
jumlah kuadrat derajat simpulnya (Ardana et,al, 2024). Indeks Harary berbeda dalam 
pendekatannya dengan memanfaatkan kebalikan jarak antar simpul, yang berguna 
dalam memprediksi karakteristik hubungan kimia dalam graf molekuler (Husni, et.al, 
2022). Selanjutnya, Indeks Szeged dan Indeks Padmakar-Ivan (PI) menonjol dengan 
pendekatan yang memperhitungkan distribusi bobot dan partisi simpul, membantu 
dalam analisis jaringan kompleks (Ghoffari et,al, 2024). Indeks Gutman, yang 
diperkenalkan dalam konteks teori graf kimia, juga memberikan pandangan tambahan 
dengan mengukur jarak total dari semua pasangan simpul, sedangkan indeks 
harmonik berfokus pada keterhubungan lokal dengan mempertimbangkan derajat 
simpul terdekat (Malik et.al, 2024). 
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Disamping itu, berbagai jenis graf khusus telah dikembangkan untuk 
menggambarkan struktur tertentu dalam teori aljabar dan teori grup (Lestari et.al, 
2024). Graf koprima dan graf non-koprima, misalnya, digunakan untuk menganalisis 
hubungan antar elemen berdasarkan derajat koprima atau tidak koprima (Aulia et,al, 
2023). Graf ideal prima dan graf pembagi nol memiliki relevansi dalam teori ring dan 
aljabar abstrak karena menggambarkan keterkaitan antara elemen-elemen 
berdasarkan ideal atau pembagi dalam suatu ring (Ningrum et,al, 2024), (Syarifudin 
et.al, 2024). Graf pangkat digunakan untuk memetakan hubungan elemen grup 
melalui pangkat, sementara graf nilpoten merepresentasikan struktur grup nilpoten 
yang menunjukkan sifat hierarki dalam sistem aljabar (Asmarani et.al, 2023). Dengan 
memadukan indeks topologi dan berbagai jenis graf, penelitian ini terus berkembang 
untuk memahami lebih jauh karakteristik struktural graf yang berkaitan dengan 
berbagai bidang matematika dan sains terapan. 

Dalam makalah penelitian ini, kami mengeksplorasi indeks Zagreb untuk 
representasi graf pada grup hingga tertentu. Indeks topologis, seperti indeks Zagreb, 
telah banyak diteliti dalam bidang kimia matematika karena kemampuannya 
menangkap informasi struktural molekul. Pengembangan polinomial grafis dan 
indeks terkaitnya telah menjadi fokus penelitian terkini, karena dapat memberikan 
wawasan berharga tentang topologi berbagai struktur kimia (Satriawan et al., 2024). 
Konsep pemodelan struktur kimia sebagai graf, di mana atom berkorespondensi 
dengan simpul dan ikatan dengan sisi, telah menjadi landasan dari teori graf kimia 
(Malik et.al, 2024). 

 
 

2. METODE 
Bagian ini menjelaskan bagaimana penelitian dilakukan. Sampaikan detail 

mengenai bahan, alat, dan metode yang digunakan, serta desain penelitian. 
Penelitian ini diawali dengan kajian literatur komprehensif mengenai teori graf, 
indeks Zagreb, serta aplikasinya dalam kimia matematika dan grup hingga. Kajian 
tersebut mencakup berbagai sumber literatur seperti artikel ilmiah, buku, dan 
publikasi terbaru yang relevan dengan topik penelitian. Setelah kajian literatur, grup 
hingga yang akan dianalisis dipilih berdasarkan kriteria tertentu, termasuk 
kompleksitas struktur dan relevansi topologisnya. Untuk setiap grup hingga yang 
dipilih, graf molekuler dibangun sesuai dengan struktur grup tersebut, di mana 
elemen-elemen grup dipetakan ke simpul dan operasi grup direpresentasikan sebagai 
sisi-sisi pada graf. Selanjutnya, indeks Zagreb dihitung untuk graf molekuler yang telah 
dimodelkan, menggunakan rumus indeks Zagreb serta bantuan perangkat lunak 
matematika untuk melakukan perhitungan yang lebih kompleks. Berdasarkan hasil 
perhitungan, rumus umum dari indeks Zagreb untuk graf molekuler yang berkaitan 
dengan grup hingga berhasil dikembangkan. Analisis lebih lanjut dilakukan untuk 
mengidentifikasi pola serta hubungan antara rumus-rumus tersebut dengan struktur 
grup yang bersangkutan. 
 

3. HASIL DAN PEMBAHASAN 
Presentasikan hasil penelitian menggunakan tabel, grafik, atau gambar jika 

diperlukan. Berikan analisis yang jelas terkait hasil yang diperoleh dan bandingkan 
dengan studi sebelumnya. Pembahasan harus mampu menjelaskan implikasi dari hasil 
penelitian. 
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Penelitian ini membahas bagaimana Indeks Zagreb pada graf molekuler kimia dari 
beberapa grup hingga pada Struktur Aljabar. Penelitian ini akan membahas Indeks 
Zagreb pada graf Equal Square dari grup Quaternion Diperumum (𝑄4𝑛) dan Indeks 
Zagreb pada graf pada graf Koprima dari grup Dihedral (𝐷2𝑛). 
 
Definisi 1. (Gutman et.al, 2015) Indeks Zagreb terdiri dari indeks Zagreb pertama 
dan kedua, didefinisikan secara berturut-turut sebagai jumlah kuadrat dari derajat 
setiap simpul pada suatu graf dan sebagai jumlah hasil kali setiap simpul yang 
terhubung langsung pada suatu graf. Keduanya dinotasikan sebagai berikut (Gutman 
dkk, 2015): 

𝑀1(𝐺) = ∑ (𝑑𝑒𝑔(𝑢))2

𝑢∈𝑉(𝐺)

 (1) 

𝑀1(𝐺) = ∑ 𝑑𝑒𝑔(𝑢) × 𝑑𝑒𝑔(𝑣)

𝑢∈𝑉(𝐺)

 (2) 

 
3.1 Indeks Zagreb pada graf Equal Square dari grup Quaternion Diperumum (𝑄4𝑛). 
 
Grup Quaternion Diperumum yang dinotasikan dengan 𝑄4𝑛, dengan 𝑛 ∈ ℕ. 𝑄4𝑛 
memiliki order 4𝑛 yang dibangun oleh elemen < 𝑎, 𝑏 > yang melambangkan rotasi 
dan orientasi dari objek dalam tiga dimensi(Sangadji, 2006). 
 
Definisi 2. (Ahmadi,2012) Grup Quaternion Diperumum 𝑄4𝑛 adalah grup dengan 
representasi : 

 
< 𝑎, 𝑏|𝑎2𝑛 = 𝑒, 𝑎𝑛 = 𝑏2, 𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎−1 > 

 
Dalam grup ini, 𝑎𝑘𝑏 = 𝑏𝑎−𝑘 dan orde dari 𝑎𝑘𝑏 adalah 4. 

 
Untuk memahami graf equal square, berikut ini merupakan definisis dari graf equal 
square. 
 
Definisi 3. (Rehman, et.al, 2022) Graf equal square dari suatu grup berhingga adalah 
graf dengan himpunan simpulnya adalah unsur di 𝐺, dimana ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉(𝐺), (𝑥, 𝑦) ∈
𝐸(𝐸𝑆(𝐺)) jika dan hanya jika 𝒙𝟐 = 𝒚𝟐. 

 
Lemma 1. (Rehman, et.al, 2022) Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ indeks Zagreb pertama dan 
kedua dari graf lengkap berturut turut adalah 

𝑀1(K𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)2 (3) 

𝑀2(K𝑛) =
1

2
𝑛(𝑛 − 1)3 

(4) 

 
Lemma 2 (Rehman, et.al, 2022) Untuk sebarang Grup Quaternion Diperumum 𝑄4𝑛, 
maka representasi dari graf equal squarenya adalah  

𝐸𝑠(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2(𝑛+1) + (𝑛 − 1)𝐾2, 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛𝑛𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 (5) 

𝐸𝑠(𝑄4𝑛) ≅ 𝐾2𝑛 + 𝑛𝐾2, 𝑑𝑒𝑛𝑔𝑎𝑛𝑛𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙 (6) 
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Lemma 1 dan lemma 2 digunakan untuk mencari indeks Zagreb dari graf equal Square 
dari grup Quaternion diperumum. Pada lemma 1 diberikan Rumus umum dari Indeks 
Zagreb pada graf lengkap, dan lemma 2 mengatakan bahwa graf Equal Square dari 
sebarang grup Quaternion Diperumum terdiri dari dua subgraf lengkap. Dengan 2 
informasi tersebut, dapat dirumuskan bentuk umum Indeks Zagreb pada graf koprima 
dari grup Quaternion diperumum sebagai berikut. 

 
Teorema 1. Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ dan n genap, rumus umum indeks Zagreb Pertama 
dan kedua pada graf 𝐸𝑠(𝑄4𝑛) adalah 

𝑀1(ES(Q4𝑛)) = (2(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)2) + ((𝑛 − 1)2) (7) 
𝑀2(ES(Q4𝑛)) = ((𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)3) + (𝑛 − 1) (8) 

Bukti: 
Graf ES(Q4𝑛) yang terdiri dari dua subgraf lengkap sehingga berdasarkan (3), indeks 
Zagreb pertama adalah 𝑀1(K𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)2. Maka 𝑀1(ES(Q4𝑛)) adalah  

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = 𝑀1(𝐾2(𝑛+1)) + (𝑛 − 1)𝑀1(𝐾2) 

𝑀1(𝐸𝑆(𝑄4𝑛)) = (2(𝑛 + 1)(2(𝑛 + 1) − 1)2) + (𝑛 − 1)(2(2 − 1)2) 
= (2(𝑛 + 1)(2𝑛 + 2 − 1)2) + ((𝑛 − 1)(2(1)2)) 

= (2(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)2) + ((𝑛 − 1)2) 
 

Untuk indeks Zagreb kedua dari graf ES(Q4𝑛) yang terdiri dari dua subgraf lengkap 

sehingga berdasarkan (4), indeks Zagreb pertama adalah  𝑀2(K𝑛) =
1

2
𝑛(𝑛 − 1)3 Maka 

𝑀2(ES(Q4𝑛)) adalah  
𝑀2(ES(Q4𝑛)) = 𝑀2(K2(𝑛+1)) + (𝑛 − 1)𝑀2(K2) 

𝑀2(ES(Q4𝑛)) = (
1

2
2(𝑛 + 1)(2(𝑛 + 1) − 1)3) + ((𝑛 − 1)

1

2
2(2 − 1)3) 

= ((𝑛 + 1)(2𝑛 + 2 − 1)3) + ((𝑛 − 1)(1)3) 
= ((𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)3) + (𝑛 − 1) 

 
Teorema 2. Misalkan 𝑛 ∈ ℕ dan n ganjil, rumus umum indeks Zagreb Pertama dan 
kedua pada graf 𝐸𝑠(𝑄4𝑛) adalah 

𝑀1(ES(Q4𝑛)) = 2𝑛((2𝑛 − 1)2 + 1) (9) 
𝑀2(ES(Q4𝑛)) = 𝑛((2𝑛 − 1)3 + 1) (10) 

Bukti: 
Graf ES(Q4𝑛) yang terdiri dari dua subgraf lengkap sehingga berdasarkan (3), indeks 
Zagreb pertama adalah 𝑀1(K𝑛) = 𝑛(𝑛 − 1)2. Maka 𝑀1(ES(Q4𝑛)) adalah  

𝑀1(ES(Q4𝑛)) = 𝑀1(K2𝑛) + (𝑛)𝑀1(K2) 
= (2𝑛(2𝑛 − 1)2) + (𝑛)(2(2 − 1)2) 

= 2𝑛(2𝑛 − 1)2 + 2𝑛 
= 2𝑛((2𝑛 − 1)2 + 1) 

 
Untuk indeks Zagreb kedua dari graf ES(Q4𝑛) yang terdiri dari dua subgraf lengkap 

sehingga berdasarkan (4), indeks Zagreb pertama adalah  𝑀2(K𝑛) =
1

2
𝑛(𝑛 − 1)3 Maka 

𝑀2(ES(Q4𝑛)) adalah  
𝑀2(ES(Q4𝑛)) = 𝑀2(K2𝑛) + (𝑛)𝑀2(K2) 

= (
1

2
2𝑛(2𝑛 − 1)3) + 𝑛 ((

1

2
2(2 − 1)3) 

= (𝑛(2𝑛 − 1)3) + (𝑛)(1)3 
= 𝑛(2𝑛 − 1)3 + 𝑛 
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= 𝑛((2𝑛 − 1)3 + 1) 
 

 
 
3.2 Indeks Zagreb pada graf Koprima dari grup Dihedral (𝐷2𝑛). 
 
Untuk lebih lanjut memahami indeks Zagreb, maka berikut adalah indeks Zagreb pada 
graf Koprima dari grup Dihedral (𝐷2𝑛). 
Definisi 4. (Gazir & Wardhana, 2019)Misalkan grup 𝐺 dikatakan grup Dihedral 
dengan orde 2𝑛, 𝑛 > 3, dan 𝑛 ∈ ℕ adalah grup yang dibangun oleh elemen 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 
yang dinotasikan dengan 

𝐺 = {𝑎, 𝑏|𝑎𝑛 = 𝑒, 𝑏2 = 𝑒, 𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎−1} 
 

Definisi 5. (Nurhabibah et.al, 2023) Misalkan 𝐺 grup hingga, graf koprima dari grup 
𝐺 yang dinotasikan dengan 𝛤𝐺  adalah graf dengan simpul; yang terdiri dari semua 
elemen dari 𝐺 dengan dua simpul berbeda 𝑥 dan 𝑦 dari 𝛤𝐺  dikatakan bertetangga 
apabila (|𝑥|, |𝑦|) = 1. 
 
Teorema 3. Misalkan 𝛤𝐷2𝑛  graf koprima dari grup dihedral. Jika 𝑛 = 𝑝𝑘  dengan p 

bilangan prima, 𝑝 ≠ 2 dan 𝑘 ∈ ℕ maka indeks zagreb pertama dari graf koprima dari 
grup dihedral adalah 

𝑀1(Γ𝐷2𝑛) = 𝑛(2𝑛2 + 5𝑛 − 5) (11) 

Bukti:  
Misalkan 𝛤𝐷2𝑛 graf koprima dari grup dihedral. Ambil 𝑛 = 𝑝𝑘  dengan p bilangan 

prima, 
𝑝 ≠ 2 dan 𝑘 ∈ ℕ. Diperoleh graf koprima dengan 3 partisi yakni 𝑣1 = {𝑒}, 𝑣2 =
{𝑎, 𝑎2, 𝑎3, … , 𝑎𝑛−1}, dan 𝑣3 = {𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏, … , 𝑎𝑛−1𝑏}. Diperoleh 𝑑𝑒𝑔(𝑣1) = 2𝑛 −
1, 𝑑𝑒𝑔(𝑣2) = 𝑛 + 1, dan 𝑑𝑒𝑔(𝑣3) =𝑛. 
 
Sehingga, Indeks Zagreb pertama dari  Γ𝐷2𝑛  adalah sebagai berikut. 

𝑀1(𝐺) = ∑ (deg(𝑢))2

𝑢∈𝑉(𝐺)

 

Berdasarkan definisi grup dihedral, jumlah unsur pada unsur rotasi dan refleksi pada 
grup dihedral secara berturut-turut adalah n - 1 dan n. Selanjutnya, diperoleh 

𝑀1(𝐺) = (2𝑛 − 1)2 + (𝑛 − 1)(𝑛 + 1)2 + 𝑛(𝑛2) 
= (4𝑛2 − 4𝑛 + 1) + (𝑛 − 1)(𝑛2 + 2𝑛 + 1) + 𝑛3 

= 4𝑛2 − 4𝑛 + 1 + 𝑛3 + 2𝑛2 + 𝑛 − 𝑛2 − 2𝑛 − 1 + 𝑛3 
= 2𝑛3 + 5𝑛2 − 5𝑛 
= 𝑛(2𝑛2 + 5𝑛 − 5) 

 
 

4. KESIMPULAN 
Dari uraian pembahasan diatas didapat beberapa kesimpulan, yaitu : 

1. Indeks Zagreb dari graf equal square dari grup Quaternion diperumum adalah   
𝑀1(ES(Q4𝑛)) = (2(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)2) + ((𝑛 − 1)2) dan 𝑀2(ES(Q4𝑛)) = ((𝑛 + 1)(2𝑛 +

1)3) 
+(𝑛 − 1). Sedangkan untuk n genap, 𝑀1(ES(Q4𝑛)) = 2𝑛((2𝑛 − 1)2 + 1) dan  
𝑀2(ES(Q4𝑛)) = 𝑛((2𝑛 − 1)3 + 1) . 
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2. Indeks Zagreb dari graf Koprima dari grup Dihedral untuk n bilangan prima 
berpangkat adalah 𝑀1(Γ𝐷2𝑛) = 𝑛(2𝑛2 + 5𝑛 − 5). 
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